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Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) ßâëßåòñß ýô-
ôåêòèâíûì ìåòîäîì ðåøåíèß êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Òåî-
ðèß ìåòîäà õîðîøî ðàçâèòà äëß çàäà÷, âõîäíûå äàííûå êîòîðûõ ðåãóëßðíû,
ò.å. êîãäà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèß, ïðàâàß ÷àñòü è ãðàíèöà îáëàñòè äîñòà-
òî÷íî ãëàäêèå. Èçâåñòíû îöåíêè â íîðìàõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ðåøåíèé
òàêèõ çàäà÷, êîòîðûå ïîçâîëßþò ñòðîèòü îïòèìàëüíûå ñõåìû ÌÊÝ.
Ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ òàêæå ïðåäñòàâëßþò êðàåâûå çàäà÷è ñ îñîáåííîñòß-
ìè âî âõîäíûõ äàííûõ. Äëß òàêèõ çàäà÷ ñòàíäàðòíûé ÌÊÝ, íå ó÷èòûâàþ-
ùèé ñèíãóëßðíîãî ïîâåäåíèß ðåøåíèß â îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê, ßâëßåòñß
íåýôôåêòèâíûì, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñß òåîðåòè÷åñêèì àíàëèçîì è ðåçóëüòàòà-
ìè ðàñ÷åòîâ. Ïîýòîìó àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé ßâëßåòñß ïîñòðîåíèå îïòèìàëü-
íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèß òàêèõ çàäà÷.
Âàæíûì êëàññîì çàäà÷ ñ îñîáåííîñòßìè ßâëßþòñß êðàåâûå çàäà÷è äëß
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ âûðîæäàþùèìèñß êîýôôèöèåíòàìè. Ðåøå-
íèß òàêèõ çàäà÷ èìåþò íåîãðàíè÷åííûé ãðàäèåíò âáëèçè òî÷åê âûðîæäåíèß,
÷òî ñóùåñòâåííî çàòðóäíßåò èõ ÷èñëåííîå ðåøåíèå. Îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò,
ïîñâßùåííûõ ïîñòðîåíèþ ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ äëß âûðîæäàþùèõñß íà ãðàíè-
öå êðàåâûõ çàäà÷ áûëà ðàáîòà Þ.À.Ãóñìàíà è Ë.À.Îãàíåñßíà (1965 ã.), â
êîòîðîé äëß óðàâíåíèß ñ îïåðàòîðîì òèïà Òðèêîìè â ïðßìîóãîëüíîé îáëà-
ñòè ðàññìàòðèâàëàñü ðàçíîñòíàß ñõåìà ïåðâîãî ïîðßäêà òî÷íîñòè. Ä.Ìàðèíè
è Ï.Ïèåòðà èññëåäîâàëè ñìåøàííûé ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëß çàäà÷è
ñ ñèíãóëßðíûìè êîýôôèöèåíòàìè â ïðßìîóãîëüíèêå. Áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò
áûëî ïîñâßùåíî ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è ñ âû-
ðîæäåíèåì íà ãðàíèöå. Òàê Ï.Ñüßðëå, Ô.Íàòòåðåð è Ð.Âàðãà èñïîëüçîâàëè
L-ñïëàéíû â ìåòîäå Ðèòöà-Ãàëåðêèíà; Ð.Øðåéáåð ïðåäñòàâèë ïðèáëèæåíèå
Ãàëåðêèíà â âèäå ïðîèçâåäåíèß êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèè íà ñïå-
öèàëüíûé âåñ. Ì.Ð. Òèìåðáàåâûì áûëè ïîñòðîåíû îïòèìàëüíûå ñõåìû ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèß êðàåâûõ çàäà÷ äëß óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ
âûðîæäåíèåì íà ãðàíèöå.
Áîëåå ñëîæíîé ïðîáëåìîé ßâëßåòñß ÷èñëåííîå ðåøåíèå ýëëèïòè÷åñêîé êðà-
åâîé çàäà÷è ñ êîýôôèöèåíòàìè âûðîæäàþùèìèñß âíóòðè îáëàñòè.
Öåëüþ ðàáîòû ßâëßåòñß ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíûõ ñõåì ÌÊÝ äëß êðàå-
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âûõ çàäà÷ ñ âûðîæäåíèåì âíóòðè îáëàñòè.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèß. Äëß èññëåäîâàíèß âûðîæäàþùèõñß êðàåâûõ çà-
äà÷ ïðèìåíßåòñß àïïàðàò ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèß äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, òåîðåìû âëîæåíèß ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ñ âåñîì, òåîðèß ìå-
òîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Íàó÷íàß íîâèçíà ðàáîòû. Âñå ðåçóëüòàòû íàñòîßùåé äèññåðòàöèîííîé
ðàáîòû ßâëßþòñß íîâûìè. Ïðåäëîæåíû ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íûå ñõåìû äëß ðå-
øåíèß êðàåâîé çàäà÷è ñ âíóòðåííèì âûðîæäåíèåì íà îñíîâå ìåòîäà äåêîì-
ïîçèöèè îáëàñòè è ñ ïîìîùüþ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî âûäåëåíèß îñîáåííîñòè.
Ïîñòðîåí îïåðàòîð ïðîäîëæåíèß ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé â îáëàñòü, ñ ïîìîùüþ
êîòîðîãî âûðîæäàþùàßñß çàäà÷à ñ íåîäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèßìè ñâî-
äèòñß ê îäíîðîäíûì. Èññëåäîâàíà ñõåìà ñ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì äëß
äâóõòî÷å÷íîé âûðîæäàþùåéñß çàäà÷è.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó:
1. Ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèß ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé â îáëàñòü, ñ
ïîìîùüþ êîòîðîãî çàäà÷à ñ íåîäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèßìè ñâîäèòñß ê
îäíîðîäíûì.
2. Äîêàçàòåëüñòâî îöåíîê ðåøåíèé äâóõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ âûðîæ-
äåíèåì íà ãðàíèöå è âíóòðè îáëàñòè â íîðìàõ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà.
3. Äîêàçàòåëüñòâî îöåíîê òî÷íîñòè ñõåì ÌÊÝ ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûì âû-
äåëåíèåì îñîáåííîñòè äëß äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è ñ âûðîæäåíèåì. Èñ-
ñëåäîâàíèå âëèßíèß ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèß íà ïîãðåøíîñòü òàêèõ ñõåì.
4. Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ìåòîäà äåêîìïîçèöèè îáëàñòè äëß êðàåâîé
çàäà÷è ñ âíóòðåííèì âûðîæäåíèåì.
Ïðàêòè÷åñêàß çíà÷èìîñòü. Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ìî-
ãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðàçðàáîòêå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèß êðà-
åâûõ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ ñ âûðîæäåíèåì íà ãðàíèöå è âíóòðè îáëàñòè.
Äîñòîâåðíîñòü íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêè äîêàçàíû. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñî-
ãëàñóþòñß ñ òåîðåòè÷åñêèìè âûâîäàìè.
Àïðîáàöèß ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà øåñòîì
è ñåäüìîì Âñåðîññèéñêèõ ñåìèíàðàõ "Ñåòî÷íûå ìåòîäû äëß êðàåâûõ çàäà÷ è
ïðèëîæåíèß" (Êàçàíü, 1-4 îêòßáðß 2005ã., 21-24 ñåíòßáðß 2007ã.), íà øåñòîé
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Âñåðîññèéñêîé ìîëîäåæíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè "×èñëåííûå ìåòîäû ðåøå-
íèß çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè" (Êàçàíü, 26 èþíß  1 èþëß 2006ã.), íà
÷åòâåðòîé-øåñòîé Âñåðîññèéñêèõ êîíôåðåíöèßõ ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòè-
åì "Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è êðàåâûå çàäà÷è" (Ñàìàðà, 29-31 ìàß
2007ã., 29-31 ìàß 2008 ã., 1-4 èþíß 2009ã.), íà âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ïî
âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå ÊÂÌ-2007 (Íîâîñèáèðñê, 18-20 èþíß 2007ã.), íà
ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè, ìåõàíè-
êè è èõ ïðèëîæåíèé" (Ìîñêâà, 30 ìàðòà - 2 àïðåëß 2009ã.), íà øåñòíàäöàòîé
ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêå è ñîâðåìåííûì
ïðèêëàäíûì ïðîãðàììíûì ñèñòåìàì (Àëóøòà, 25-31 ìàß 2009ã.), íà íàó÷íûõ
ñåìèíàðàõ êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåí-
íîãî óíèâåðñèòåòà, íà íàó÷íîì ñåìèíàðå â Èíñòèòóòå ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè
ÓðÎ ÐÀÍ (Èæåâñê).
Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáî-
òàõ [1][11], èç êîòîðûõ îäíà  â æóðíàëå, âõîäßùåì â ïåðå÷åíü ÂÀÊ ÐÔ.
Ðåçóëüòàòû âî âñåõ ðàáîòàõ ïðèíàäëåæàò àâòîðàì â ðàâíîé ñòåïåíè.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèß ñîñòîèò èç ââåäåíèß, òðåõ
ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 93 íàèìåíîâàíèß. Îáùèé îáúåì ñî-
ñòàâëßåò 116 ñòðàíèö, âêëþ÷àß 2 ðèñóíêà è 3 òàáëèöû.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 09-01-00814,
09-01-97015).
Ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Îñòàíîâèìñß ïîäðîáíåå íà ñîäåðæàíèè äèññåðòàöèè. Âî ââåäåíèè äèññåð-
òàöèè ôîðìóëèðóåòñß öåëü èññëåäîâàíèß, ïðèâîäèòñß îáçîð ðàáîò ïî ñõîæåé
òåìàòèêå è îáîñíîâàíèå àêòóàëüíîñòè ïðîáëåìû.
Ïåðâàß ãëàâà ïîñâßùåíà èññëåäîâàíèþ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ âûðîæäåíèåì. Îñîáåííîñòüþ òàêèõ çàäà÷ ßâëßåòñß òî, ÷òî
â îêðåñòíîñòè òî÷êè âûðîæäåíèß ðåøåíèå èìååò íåîãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîä-
íóþ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå äëß èõ ðåøåíèß íåýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðò-
íûé ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ãëàâû ïðèâîäßòñß âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû.
Ôîðìóëèðóåòñß òåîðåìà âëîæåíèß ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ñ âåñîì. Äëß ïðî-
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èçâîëüíîãî âåùåñòâåííîãî µ îïðåäåëßåòñß èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Õàðäè
Kµu(x) = x
µ−1
x∫
0
y−µu(y)dy.
Äîêàçûâàåòñß òåîðåìà î åãî íåïðåðûâíîñòè.
Äëß ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà X è èíòåðâàëà T = (0, 1) ÷åðåç L2,γ(T ;X)
áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé u : T → X ñ êîíå÷íîé íîðìîé
‖u‖L2,γ(T ;X) = (
∫
T
t2γ|u|2Xdt)1/2.
Â îáîçíà÷åíèßõ íîðì γ = 0 èX = R1 áóäåì îïóñêàòü. ÏðîñòðàíñòâîHsγ(T ;X)
 ìíîæåñòâî ôóíêöèé, äëß êîòîðûõ â L2,γ(T ;X) ñóùåñòâóåò îáîáùåííàß X-
çíà÷íàß ïðîèçâîäíàß ïîðßäêà s. Â êà÷åñòâå íîðìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
‖u‖2Hsγ(T ;X) = ‖u‖2L2(∆;X) + ‖Dsu‖2L2,γ(T ;X),
ãäå ∆ ⊂ Ω  êîìïàêò íåíóëåâîé ìåðû, îòäåëåííûé îò íóëß.
Âòîðîé ïàðàãðàô ïîñâßùåí èññëåäîâàíèþ çàäà÷è Äèðèõëå äëß óðàâíå-
íèß ñ âûðîæäåíèåì íà ãðàíèöå
−D(xαa(x)Du(x)) + xαb(x)u(x) = f(x), x ∈ Ω = (0, 1), (1)
u(0) = g, u(1) = 0. (2)
Ñèìâîëîì D· îáîçíà÷àåòñß îáîáùåííàß ïðîèçâîäíàß. Îòíîñèòåëüíî êîýôôè-
öèåíòîâ áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî a(x) ≥ c > 0, b(x) ≥ 0, α < 1.
Îïðåäåëåíèå 1 Âåùåñòâåííàß ôóíêöèß ϕ(x), îïðåäåëåííàß íà Ω, íàçû-
âàåòñß ôóíêöèåé ïðîäîëæåíèß äëß êëàññà ïðàâûõ ÷àñòåé Hsγ(Ω) çàäà÷è (1),
(2), åñëè Aϕ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Hsγ(Ω) è âûïîëíåíû ãðàíè÷íûå
óñëîâèß ϕ(0) = 1, ϕ(1) = 0.
Ïðèâåäåì îäèí èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèß ôóíêöèè ïðîäîëæåíèß, ïðåäïîëà-
ãàß, ÷òî ïðîèçâîäíûå ïîðßäêà s+ 1 êîýôôèöèåíòîâ a(x) è b(x) îãðàíè÷åíû.
Ôèêñèðóåì δ ∈ (0, 1). Íà îòðåçêå [0, δ] áóäåì èñêàòü ϕ(x) êàê ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè
A˜ϕ ≡ −D(xαTa(x)Dϕ(x)) + xαTb(x)ϕ(x) =
2s+2∑
i=s+1
cix
i+α, x ∈ (0, δ), (3)
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ϕ(0) = 1, xαDϕ(x)|x=0 = 0. (4)
Çäåñü Ta(x) =
s∑
i=0
aix
i =
s∑
i=0
Dia(0)
i! x
i,Tb(x) =
s∑
i=0
bix
i =
s∑
i=0
Dib(0)
i! x
i  ðàçëîæåíèå
Òåéëîðà ïîðßäêà s ôóíêöèé a(x) è b(x). Êîýôôèöèåíòû cj ïîäáèðàþòñß òà-
êèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåøåíèå çàäà÷è (3), (4) áûëî ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû
s+2∑
k=0
ϕkx
k. Â ñèëó ãðîìîçäêîñòè ñîîòíîøåíèé, êîòîðûì óäîâëåòâîðßþò êîýô-
ôèöèåíòû ϕk è cj, ìû çäåñü èõ íå ïðèâîäèì. Èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 1 Ïóñòü a(x) è b(x) èìåþò îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå ïîðßäêà
s + 1, γ < 1/2 è ϕ(x)  ôóíêöèß ïðîäîëæåíèß äëß êëàññà ïðàâûõ ÷àñòåé
Hsγ(Ω) çàäà÷è (1), (2). Òîãäà åñëè α − s − 3/2 < γ < 1/2, òî äëß ëþáîé
ïðàâîé ÷àñòè f ∈ Hsγ(Ω) ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî
è ïðåäñòàâèìî â âèäå u(x) = gϕ(x) + x1−αuˆ(x), ãäå uˆ ∈ Hs+2γ−1(Ω) ∩ H˙1γ(Ω) è
‖uˆ‖Hs+2γ−1 ≤ c(‖f‖Hsγ + |g|).
Â ïàðàãðàôå 1.3 ðàññìàòðèâàåòñß óðàâíåíèå (1) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèß-
ìè
xαa(x)Du(x)|x=0 = p, u(1) = 0. (5)
Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 2 Ïóñòü max(−1/2, α/2 − 1) − s < γ < 1/2, −1 < α < 2,
α 6= 1, f ∈ Hsγ(Ω), a ∈ W s+1∞ (Ω), xb ∈ W s∞(Ω). Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1), (5)
ïðåäñòàâèìî â âèäå u(x) = pψ(x) + u0ϕ(x) + x2−αuˆ(x), ãäå uˆ ∈ Uγ(Ω) = {v ∈
Hs+2γ−2(Ω), v(1) = 0}, è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖uˆ‖Uγ ≤ c(‖f‖Hsγ + |p|). Çäåñü
ψ(x) =
{
p x
1−α
a(0)(1−α) , 0 ≤ x < δ
d(x), δ ≤ x ≤ 1.
Çàìå÷àíèå 1 Ïðè α = 1 ïîëàãàåì ψ(x) = ln x è òåîðåìà îñòàåòñß ñïðà-
âåäëèâîé ïðè óñëîâèè x lnx ∈ Hsγ(Ω).
Ïàðàãðàô 1.4 ïîñâßùåí ïîëó÷åíèþ îöåíîê ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëßöèè
â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïàðàãðàôà ñî-
äåðæèò
Òåîðåìà 3 Åñëè α < 1/2 è m + β − α > 0, òî äëß ëþáîé ôóíêöèè u ∈
Hm+1β (Ω) ñïðàâåäëèâû îöåíêè
‖Ds(u− piku)‖L2,α(ek) ≤ c1hm+1−sk x
β−α
k ‖Dm+1u‖L2,β(ek) (k = 1, 2, . . . , n),
7
‖Ds(u− Πhu)‖L2,α(Ω) ≤ c2hθ‖Dm+1u‖L2,β(Ω),
ãäå s = 0, 1 è θ = min(m+ 1− s,m + 1 + β − α − s), pik  îïåðàòîð èíòåð-
ïîëßöèè íà êîíå÷íîì ýëåìåíòå ek, Πh  îïåðàòîð êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîé
èíòåðïîëßöèè â îáëàñòè Ω.
Ïàðàãðàô 1.5 ïîñâßùåí ïîñòðîåíèþ ñõåì ÌÊÝ äëß çàäà÷ Äèðèõëå è
Íåéìàíà. Äëß çàäà÷è Äèðèõëå ïðåäëîæåíà ñõåìà íà îñíîâå ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîãî âûäåëåíèß îñîáåííîñòè. Â êà÷åñòâå àïïðîêñèìèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà
ìû èñïîëüçóåì êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè ñòåïåíè m ñ âåñîì x1−α. Â
ñëåäóþùåé òåîðåìå ñîäåðæèòñß îöåíêà ïîãðåøíîñòè â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå
ýòîé ñõåìû.
Òåîðåìà 4 Ïóñòü α/2 − m < γ < 1/2, a, b ∈ Wm∞(Ω). Òîãäà äëß f ∈
Hm−1γ (Ω) ñïðàâåäëèâû îöåíêè ïîãðåøíîñòè ‖u− uh‖H1−α/2 ≤ ch
θ(‖f‖Hm−1γ +
|g|), ãäå
θ = min(m,m+ γ − α/2).
Äëß çàäà÷è Íåéìàíà èñïîëüçóåòñß ñõåìà ÌÊÝ ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûì è àääè-
òèâíûì âûäåëåíèåì îñîáåííîñòè. Çäåñü â êà÷åñòâå àïïðîêñèìèðóþùåãî ïðî-
ñòðàíñòâà ïðèìåíßþòñß êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè ñ âåñîì x2−α è
ôóíêöèß ïðîäîëæåíèß ϕ(x). Äëß îöåíêè ïîãðåøíîñòè ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 5 Ïóñòü f ∈ Hm−1γ (Ω), max(1/2, α/2)−m < γ < 1/2, −1 < α <
2, α 6= 1, a ∈ Wm∞(Ω), xb ∈ Wm−1∞ (Ω). Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàß îöåíêà
ïîãðåøíîñòè:‖D(uh−u)‖L2,−α/2 ≤ chθ(‖f‖Hm−1γ + |p|), ãäå θ = min(m,m+ γ−
α/2).
Ïàðàãðàôû 1.6 è 1.7 ïîñâßùåíû ïîñòðîåíèþ è èññëåäîâàíèþ ñõîäèìî-
ñòè ñõåìû ñ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì äëß îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå ñ
âûðîæäåíèåì íà ãðàíèöå. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèß. Ïóñòü∆ ⊂ Ω¯
 ïðîèçâîëüíûé èíòåðâàë. Äëß ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèß èíòåãðàëîâ âèäà∫
∆
xβv(x)dx áóäåì èñïîëüçîâàòü êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó ñ âåñîì xβ  Q∆,β(v),
òî÷íóþ íà ïîëèíîìàõ çàäàííîé ñòåïåíè. Íàçîâåì ñõåìîé ñ ÷èñëåííûì èíòå-
ãðèðîâàíèåì ñõåìó ÌÊÝ, â êîòîðîé èíòåãðàëû çàìåíßþòñß êâàäðàòóðíûìè
ôîðìóëàìè. Èìååò ìåñòî
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Òåîðåìà 6 Ïóñòü äëß êàæäîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà e êâàäðàòóðíûå ôîð-
ìóëû Qe,2−α, Qe òî÷íû íà ïîëèíîìàõ ñòåïåíè 2m − 2, êâàäðàòóðà Qe,1−α
òî÷íà íà ïîëèíîìàõ ñòåïåíè 2m− 1, êîýôôèöèåíòû ýòèõ êâàäðàòóð ïîëî-
æèòåëüíûå. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàß îöåíêà òî÷íîñòè ñõåìû ñ ÷èñ-
ëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì:
|u− uh|H1−α/2(Ω) ≤ chm(‖f‖Cm(Ω) +max{‖a‖Cm(Ω), ‖b¯‖Cm(Ω)}).
Â ïàðàãðàôå 1.8 äëßΩ = (−1, 1) äàåòñß îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâàH1β(Ω).
Ïîëîæèì Ω1 = (−1, 0), Ω2 = (0, 1). Ïðîñòðàíñòâî H1β(Ω) ñîñòîèò èç òàêèõ
ôóíêöèé u(x), äëß êîòîðûõ u|Ωi ∈ H1β(Ωi) è ïðè β > −1/2 âûïîëíßåòñß
óñëîâèå u(0−) = u(0+).
Ïàðàãðàô 1.9 ïîñâßùåí èññëåäîâàíèþ çàäà÷è ñ âíóòðåííèì âûðîæäåíè-
åì:
−D(|x|αa(x)Du(x)) + |x|αb(x)u(x) = f(x), x ∈ Ω, (6)
u(−1) = u(1) = 0. (7)
Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè çäåñü ßâëßþòñß òåîðåìà ãëàäêîñòè ðåøåíèß çàäà÷è.
Òåîðåìà 7 Ïóñòü f |Ωi ∈ Hsγ(Ωi), α − s − 3/2 < γ < 1/2 , a ∈ W s+1∞ (Ω),
xb ∈ W s∞(Ω). Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (6), (7) ïðåäñòàâèìî â âèäå u(x) =
cϕ(x) + sgn(x)|x|1−αuˆ(x) è uˆi ∈ Hs+2γ (Ωi) ∩ H˙1γ(Ωi), i = 1, 2. Çäåñü ñóæåíèå
ϕ(x) íà Ωi ßâëßåòñß ôóíêöèåé ïðîäîëæåíèß êëàññà Hsγ(Ωi).
Äëß îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ÌÊÝ íà îñíîâå ìóëüòèïëèêàòèâíîãî è
àääèòèâíîãî âûäåëåíèß îñîáåííîñòè èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 8 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß òåîðåìû 7. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåí-
êà ïîãðåøíîñòè â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå ‖u− uh‖a ≤ chθ(‖f‖Hm−1γ (Ω1)+
+‖f‖Hm−1γ (Ω2)), θ = min(m,m+ γ − α/2).
Ãëàâà 2 ïîñâßùåíà âûðîæäàþùèìñß óðàâíåíèßì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñß óðàâíåíèå
− ∂
∂x1
(
xα1a1(x)
∂u(x)
∂x1
)
− xα1
∂
∂x2
(
a2(x)
∂u(x)
∂x2
)
= f(x), u|∂Ω\Γ = 0, (8)
ãäå Ω = (0, 1) × (0, 1), Γ = {0} × (0, 1). Íà Γ ðàññìàòðèâàþòñß îòäåëüíî
ãðàíè÷íîå óñëîâèå Äèðèõëå (äëß α < 1)
u = g (9)
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è Íåéìàíà (äëß α > −1)
−xα1a1(x)
∂u
∂x1
= p. (10)
Ïðèâîäßòñß òåîðåìû ãëàäêîñòè äëß ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷.
Ïîëîæèì T = (0, 1), X = L2(0, 1), X1 = H2(0, 1)∩
◦
H1(0, 1). Äëß t ∈ T ÷å-
ðåç u(t) îáîçíà÷èì ôóíêöèþ u(t, ·) ∈ X1: u : T → X1, Du(t) = ∂u(t,·)∂x2 . Àíàëî-
ãè÷íî f(t) = f(t, ·)  ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà X. Ôîðìóëîé a(t)u = a1(t, ·)u(t)
ïðè êàæäîì t îïðåäåëèì îïåðàòîð a(t) äåéñòâóþùèé â X. Îïåðàòîð b(t) :
X1 → X îïðåäåëèì ôîðìóëîé (b(t)u)(x2) = − ∂∂x2 (a2(t, x2) ∂u∂x2 (t, x2)). Óðàâ-
íåíèå (8) è ãðàíè÷íûå óñëîâèß (9), (10) â íîâûõ îáîçíà÷åíèßõ ïåðåïèøóòñß
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Au ≡ −D(tαa(t)Du(t)) + tαb(t)u(t) = f(t), u(1) = 0, (11)
u(0) = g, (12)
−tαa(t)Du(t)|t=0 = p. (13)
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîìåæóòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü S : X1 → X 
íåîãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðßæåííûé ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð, óäîâëåòâîðßþ-
ùèé óñëîâèþ ‖u‖X1 = ‖Su‖X äëß âñåõ u èç X1. Ñ ïîìîùüþ ñïåêòðàëüíîãî
ðàçëîæåíèß ìîæíî îïðåäåëèòü ñòåïåíè Sθ îïåðàòîðà S. ×åðåç Xθ îáîçíà÷èì
îáëàñòü îïðåäåëåíèß Sθ. Â îáîçíà÷åíèßõ òåîðèè èíòåðïîëßöèè ôóíêöèéXθ =
[X,X1]θ. Çà íîðìó â Xθ ïðèìåì íîðìó ãðàôèêà Sθ ‖u‖Xθ = ‖u‖X + ‖Sθu‖X .
Ïàðàãðàô 2.2 ïîñâßùåí ïîñòðîåíèþ ôóíêöèé ïðîäîëæåíèß ãðàíè÷íûõ
çíà÷åíèé ñ Γ â Ω. Äëß óñëîâèé Äèðèõëå ôóíêöèß ïðîäîëæåíèå âûáèðàåòñß
êàê ðåøåíèå çàäà÷è íà èíòåðâàëå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
A1u ≡ −D(tαDu) + tαbu(t) = 0 äëß t ∈ Tδ = (0, δ), (14)
u(0) = g, tαDu|t=0 = 0, (15)
ãëàäêî ïðîäîëæåííîå íà îòðåçîê [δ, 1] ñ ñîáëþäåíèå ãðàíè÷íîãî óñëîâèß â
t = 1. Çäåñü îïåðàòîð b çàäàåòñß ôîðìóëîé bu = −∂2u
∂x22
. Äëß óñëîâèé Íåéìàíà
ôóíêöèß ïðîäîëæåíèß  åñòü ðåøåíèå çàäà÷è
A1u(t) = 0 t ∈ T, (16)
−tαDu|t=0 = p, u(1) = 0. (17)
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Â ïàðàãðàôå 2.3 èññëåäóåòñß óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, âûðîæ-
äàþùååñß âíóòðè îáëàñòè. Â ïðßìîóãîëüíîé îáëàñòè Ω = (−1, 1)× (0, 1) ðàñ-
ñìîòðèì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:
− ∂
∂x1
(
|x1|αa1(x) ∂u
∂x1
)
− |x1|α ∂
∂x2
(
a2(x)
∂u
∂x2
)
= f(x) (18)
ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì
u|∂Ω = 0. (19)
Òàê æå êàê â ïðàðàãðàôå 2.2 ïåðåïèøåì ýòó çàäà÷ó êàê çàäà÷ó â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå íà èíòåðâàëå T = (−1, 1).
Lu ≡ −D(|t|αa(t)Du(t)) + |t|αb(t)u(t) = f(t) t ∈ T, (20)
u(−1) = u(1) = 0. (21)
Ýòà çàäà÷à, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å îá îòûñêàíèè u1 è u2, óäî-
âëåòâîðßþùèõ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèßì:
L1u1 ≡ −D(|t|αa(t)Du1(t)) + |t|αb(t)u1(t) = f(t), t ∈ T1 = (−1, 0),
u1(0) = u2(0),
|t|αa(t)Du1(t)|t=0−0 = tαa(t)Du2(t)|t=0+0,
L2u2 ≡ −D(tαa(t)Du2(t)) + tαb(t)u2(t) = f(t), t ∈ T2 = (0, 1).
(22)
Ïîëàãàß u|Ωi = ui ïîëó÷èì ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è. Äàííîå ïðåäñòàâëåíèå
áóäåò èñïîëüçîâàíî íàìè ïðè ôîðìóëèðîâêå ìåòîäà äåêîìïîçèöèè îáëàñòè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Uγ(Ti) ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, äëß êîòîðûõ íîðìà
‖u‖Uγ = ‖D2(|t|α−1u)‖L2,γ−1(Ti;X) + ‖D(|t|α−1u)‖L2,γ(Ti;X) + ‖u‖L2,γ−α(Ti;X1)
ßâëßåòñß êîíå÷íîé. Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 9 Ïóñòü f ∈ L2,γ(T ;X), α− 3/2 < γ < min(1/2, α+1/2). Òîãäà
äëß ðåøåíèß çàäà÷è (20), (21) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå u(t) = u0(t)+ϕg(t),
u0|Ωi = u0i ∈ Uγ(Ti), ϕg|Ωi = ϕDi,g, ϕDi,g  ôóíêöèß ïðîäîëæåíèß ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé Äèðèõëå, g = u(0).
Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèß. Ïóñòü u0i  ðåøåíèå îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèß ñ íåíóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì â íóëå:
Liu
0
i = 0 íà Ti, u0i (0) = λ, u0i |∂Ti/{0} = 0,
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à u∗i  ðåøåíèå çàäà÷è ñ îäíîðîäíûìè óñëîâèßìè Äèðèõëå
Liu
∗
i = f íà Ti, u∗i |∂Ti = 0.
Äëß u0i áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Hiλ, à u∗i ïîëîæèì ðàâíûì Gif . Çà-
ìåòèì ÷òî wi = u0i + u∗i ßâëßåòñß ðåøåíèåì çàäà÷è
Liwi = f íà Ti, wi(0) = λ, wi|∂T/{0} = 0.
Î÷åâèäíî, ÷òî wi = ui òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
|t|αa(t)Dw1(t)|t=0−0 = tαa(t)Dw2(t)|t=0+0. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, çàïèñàííîå â
âèäå
Sλ = χ, (23)
ãäå χ ≡ −Dα(G1f)(0)−Dα(G2f)(0), Sη ≡ Dα(H1η)(0)+Dα(H2η)(0), èçâåñòíî
êàê óðàâíåíèå Ñòåêëîâà-Ïóàíêàðå. Çäåñü Dαu(t) = |t|αa(t)Du(t). Îïåðàòîð
S íàçûâàåòñß îïåðàòîðîì Ñòåêëîâà-Ïóàíêàðå.
Ïàðàãðàô 2.4 ïîñâßùåí ïîñòðîåíèþ ñõåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
äëß çàäà÷è (22). Ïóñòü Th  ñåìåéñòâî ðåãóëßðíûõ òðèàíãóëßöèé îáëàñòè
Ω = (−1, 1)×(0, 1) íà ïðßìîóãîëüíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû e, h = max
e∈Th
diam(e),
diam(e)  äèàìåòð êîíå÷íîãî ýëåìåíòà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëß ëþáîãî
e ∈ Th ïåðåñå÷åíèå Γ∩e  ëèáî ïóñòî, ëèáî ßâëßåòñß âåðøèíîé èëè ñòîðîíîé
êîíå÷íîãî ýëåìåíòà e. Ïðè ýòîì äîïóùåíèè òðèàíãóëßöèß Th èíäóöèðóåò äâå
òðèàíãóëßöèè T1,h è T2,h â Ω1 è Ω2 ñîîòâåòñòâåííî. Äëß m ≥ 1, i = 0, 2 ÷åðåç
Smi,h îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî {vh ∈ C(Ω¯i) : vh|e ∈ Qm(e), e ∈ Ti,h}, ãäå Qm(e) 
ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå m ïî êàæäîé ïåðåìåííîé, çäåñü è
äàëåå ïîëàãàåì Sm0,h ≡ Smh , T0,h ≡ Th.
Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèß. Ïîëîæèì V Di,h = {vh : vh = |x1|1−αvˆh,
vˆh ∈ Smi,h, vˆh|∂Ωi/Γ = 0}  ìíîæåñòâî êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé ñ
âåñîì |x1|1−α, V Ni,h = {vh : vh ∈ Smi,h, vh|∂Ωi/Γ = 0}, Λh  ìíîæåñòâî ñóæåíèé
ôóíêöèé Smh íà Γ.
Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëß çàäà÷è (22) ñîñòîèò â îòûñêàíèè òàêèõ u1,h
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è u2,h, ÷òî
u1,h = u
0
1,h + ϕ
D
gh
u01,h ∈ V D1,h : a1(u01,h, v1,h) = f1(v1,h)− a1(ϕDgh, v1,h) ∀v1,h ∈ V D1,h
u1,h = u2,h íà Γ
u2,h = u
0
2,h + ϕ
N
ph
u02,h ∈ V N2,h : a2(u02,h, v2,h) = f2(v2,h)− a2(ϕNp , v2,h) ∀v2,h ∈ V N2,h
(24)
Çäåñü gh = u1,h|Γ, ph = xα1a1(x)∂u2,h(x)∂x1 |Γ, ϕDg , ϕNp  ôóíêöèè ïðîäîëæåíèß
ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé Äèðèõëå è Íåéìàíà ñîîòâåòñòâåííî,
ai(u, v) =
∫
Ωi
|x1|αa1(x) ∂u
∂x1
∂v
∂x1
+ |x1|αa2(x) ∂u
∂x2
∂v
∂x2
dx.
fi(v) =
∫
Ωi
f(x)v(x)dx.
Äàëåå îïèøåì êîíå÷íîýëåìåíòíóþ àïïðîêñèìàöèþ óðàâíåíèß Ñòåêëîâà-
Ïóàíêàðå (23). Ïóñòü äëß ηh ∈ Λh Hi,hηh = u0h+ϕDηh, ãäå u0h  ðåøåíèå çàäà÷è{
u0h ∈ V Di,h :
ai(u
0
h, vi,h) = −ai(ϕDηh, vi,h) ∀vi,h ∈ V Di,h.
Òî åñòü Hi,hηh  àïïðîêñèìàöèß ðåøåíèß îäíîðîäíîé çàäà÷è (óðàâíåíèß ñ
íóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ), ðàâíîå ηh íà Γ è íóëþ íà ∂Ωi/Γ. Gi,hf îïðåäåëèì
êàê ðåøåíèå çàäà÷è
Gi,hf ∈ V Di,h : ai(Gi,hf, vi,h) = fi(vi,h) ∀vi,h ∈ V Di,h.
Â èòîãå ïîëó÷àåì êîíå÷íîýëåìåíòíóþ àïïðîêñèìàöèþ óðàâíåíèß (23)
Shλh = χh íà Γ.
Çäåñü χh = −DαG1,hf +DαG2,hf , Shηh = S1,hηh+S2,hηh, S1,hηh = −DαH1,hηh,
S2,hηh = DαH2,hηh.
Â ãëàâå 3 èññëåäóåòñß ìåòîä äåêîìïîçèöèè îáëàñòè. Ïîëó÷åíû îöåíêè
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ãëàâû äàåòñß ôîðìóëèðîâêà
ìåòîäà. Ðàññìîòðèì àëãîðèòì Äèðèõëå-Íåéìàí. Ïóñòü u01, u02  çàäàííûå íà-
÷àëüíûå ïðèáëèæåíèß è λ0 = u01(0), uk1, uk2  çíà÷åíèß ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà
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øàãå èòåðàöèè ñ íîìåðîì k. Çíà÷åíèß íà k+1 øàãå ïîëó÷àþòñß êàê ðåøåíèß
ñëåäóþùèõ çàäà÷: 
L1u
k+1
1 = f íà T1
uk+11 (−1) = 0
uk+11 (0) = λ
k
(25)
è 
L2u
k+1
2 = f íà T2
uk+12 (−1) = 0
tαa(t)Duk+12 (t)|t=0 = −|t|αa(t)Duk+11 (t)|t=0,
(26)
λk+1 = τuk+12 (0) + (1− τ)λk. (27)
Èñïîëüçóß îïåðàòîðû Ñòåêëîâà-Ïóàíêàðå çàïèøåì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ â
êàíîíè÷åñêîì âèäå:
λk+1 − λk
τ
= S−12 (−Sλk + χ). (28)
Àíàëîãè÷íî äëß äèñêðåòíûõ îïåðàòîðîâ Ñòåêëîâà-Ïóàíêàðå
λk+1h = λ
k
h + τS
−1
2,h(−Shλk + χh). (29)
Äàëåå ñôîðìóëèðóåì ìåòîä Íåéìàí-Íåéìàí. Ïóñòü u0i  çàäàííîå íà÷àëü-
íîå ïðèáëèæåíèå, λ0 = u1(0). Òîãäà íà k + 1 øàãå èòåðàöèè uk+1i íàõîäèòñß
êàê ðåøåíèå çàäà÷è 
Liu
k+1
i = f íà T
uk+1i (0) = λ
k
uk+1i |∂Ti/{0} = 0.
(30)
Äàëåå äëß âû÷èñëåíèß λk+1 íàõîäèì ðåøåíèß çàäà÷
Liψi = 0 íà Ti
ψi|∂Ti/{0} = 0
Dαψi(0) = Dαu
k+1
1 (0)−Dαuk+12 (0)
(31)
è ïîëàãàåì λk+1 = λk − τ(σ1ψ1(0)− σ2ψ2(0)).
Â êàíîíè÷åñêîì âèäå èòåðàöèîííûé ïðîöåññ çàïèñûâàåòñß ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:
λk+1 − λk
τ
= (σ1S
−1
1 + σ2S
−1
2 )(χ− Sλk). (32)
È â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå
λk+1 − λk
τ
= (σ1S
−1
1,h + σ2S
−1
2,h)(χ− Shλk). (33)
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Â ïàðàãðàôå 3.2 èññëåäóþòñß ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ Ñòåêëîâà-Ïóàíêàðå
è èõ äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ. Çäåñü è äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå
Λ = [X1, X1/2]θ, θ = 1−α2 . Óñòàíàâëèâàþòñß ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèß.
Òåîðåìà 10 Îïåðàòîðû S1 è S2 ßâëßþòñß ñèììåòðè÷íûìè, íåïðåðûâ-
íûìè è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè íà Λ è èìååò ìåñòî äâóñòîðîííßß
îöåíêà ñ íåçàâèñèìûìè ïîñòîßííûìè k1 è k2
K1(S1η, η)X ≤ (S2η, η)X ≤ K2(S1η, η)X ∀η ∈ Λ,
êîòîðàß îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîðû S1 è S2 ßâëßþòñß ñïåêòðàëüíî ýêâèâà-
ëåíòíûìè.
Òåîðåìà 11 Îïåðàòîðû S1,h è S2,h ßâëßþòñß ñàìîñîïðßæåííûìè, íåïðå-
ðûâíûìè è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè ðàâíîìåðíî ïî h â Λh è èìååò
ìåñòî äâóñòîðîííßß îöåíêà ñ íåçàâèñßùèìè îò h ïîñòîßííûìè k1 è k2
k1(S1,hηh, ηh)X ≤ (S2,hηh, ηh)X ≤ k2(S1,hηh, ηh)X ∀ηh ∈ Λh,
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ãëàâû ïðèâîäßòñß äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ìå-
òîäîâ äåêîìïîçèöèè.
Ïóñòü H  ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Îïåðàòîðû Q1, Q2 ßâëßþòñß ëè-
íåéíûìè îïåðàòîðàìè, äåéñòâóþùèìè èç H â ñîïðßæåííîå H ′, Q = Q1+Q2,
G ∈ H ′, 〈·, ·〉  äâîéñòâåííîå ïðîèçâåäåíèå. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
Qλ = G. (34)
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.
Òåîðåìà 12 Ïóñòü îïåðàòîðû Q1 è Q2 óäîâëåòâîðßþò ñëåäóþùèì óñëî-
âèßì:
1. Ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû α2 è β2, äëß êîòîðûõ
〈Q2η, µ〉 ≤ β2‖η‖H‖µ‖H ∀η, µ ∈ H,
〈Q2η, η〉 ≥ α2‖η‖2H ∀η ∈ H.
2. Îïåðàòîð Q1 îãðàíè÷åí ñ êîíñòàíòîé β1 > 0, ò.å.
〈Q1η, µ〉 ≤ β1‖η‖H‖µ‖H ∀η, µ ∈ H.
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3. Ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàß êîíñòàíòà k, äëß êîòîðîé
〈Q2η,Q−12 Qη〉+ 〈Qη, η〉 ≥ k‖η‖2H ∀η ∈ H.
Òîãäà äëß ëþáîãî λ0 ∈ H è τ , óäîâëåòâîðßþùåãî óñëîâèþ 0 < τ < τmax, ãäå
τmax =
kα22
β2(β1 + β2)2
,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
λk+1 = λk + τQ−12 (G−Qλk)
ñõîäèòñß ê ðåøåíèþ óðàâíåíèß (34) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäè-
ìîñòè
‖λk+1 − λ‖2Q2 ≤ qτ‖λk − λ‖2Q2,
ãäå ‖η‖2Q2 = 12(〈Q2η, η〉+ 〈Q2η, η〉), qτ = 1 + τ 2 (β1+β2)
2
α22
− τ kβ2 .
Òåîðåìà 13 Ïóñòü Q1 è Q2 ßâëßþòñß íåïðåðûâíûìè è ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííûìè, ò. å. ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû αi è βi, i =
1, 2, äëß êîòîðûõ âûïîëíßþòñß íåðàâåíñòâà
1. 〈Qiη, µ〉 ≤ βi‖η‖X‖µ‖X ∀η, µ ∈ X;
2. 〈Qiη, η〉 ≥ αi‖η‖2X ∀η ∈ X.
Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå ïîëîæèòåëüíûõ ïà-
ðàìåòðîâ σ1 è σ2 îïåðàòîð N ≡ (σ1Q−11 + σ2Q−12 )−1 óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ
3. 〈N η,N−1Qη〉+ 〈Qη, η〉 ≥ k∗‖η‖2X ∀η ∈ X.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå τ0 > 0, ÷òî äëß âñåõ τ ∈ (0, τ0) è äëß ëþáîãî
λ0 ∈ X ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
λk+1 = λk + τN−1(G−Qλk)
ñõîäèòñß â H ê ðåøåíèþ óðàâíåíèß (34) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖λk+1 − λ‖N ≤ Kτ‖λk − λ‖N ,
ãäå Kτ = 1 + τ 2
(
σ1
α1
+ σ2α2
)
(β1 + β2)
2 − τ k∗βN , ‖η‖2N = 12(〈N η, η〉+ 〈N η, η〉)
Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òåîðåì 10, 11, 12 è 13 ßâëßåòñß ñõîäèìîñòü
èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ (28), (29), (32) è (33). Ïðè÷åì èòåðàöèîííûå ïðîöåñ-
ñû (29) è (33), êàê âèäíî èç îöåíîê â òåîðåìàõ 12 è 13, ñõîäßòñß ñî ñêîðîñòüþ,
íåçàâèñßùåé îò øàãà ñåòêè h.
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Â ïàðàãðàôå 3.4 ïðèâîäßòñß ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè:
1. Ïîñòðîåí îïåðàòîð ïðîäîëæåíèß ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé â îáëàñòü, ïîçâî-
ëßþùèé ñâåñòè çàäà÷ó ñ íåîäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèßìè ê îäíîðîäíûì.
2. Ïîëó÷åíû îöåíêè ðåøåíèé äâóõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ âûðîæäåíèåì
íà ãðàíèöå è âíóòðè îáëàñòè â íîðìàõ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà.
3. Ïîëó÷åíû îöåíêè òî÷íîñòè ñõåì ÌÊÝ ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûì âûäåëåíè-
åì îñîáåííîñòè äëß äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è ñ âûðîæäåíèåì. Èññëåäî-
âàíî âëèßíèå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèß íà ïîãðåøíîñòü òàêèõ ñõåì.
4. Äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ìåòîäà äåêîìïîçèöèè îáëàñòè äëß êðàåâîé çàäà÷è
ñ âíóòðåííèì âûðîæäåíèåì.
Àâòîð èñêðåííå áëàãîäàðåí äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåí-
òó Ì.Ð. Òèìåðáàåâó çà ïðåäëîæåííóþ òåìó è ðóêîâîäñòâî ðàáîòîé.
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ïîðßäêà òî÷íîñòè äëß äâóõòî÷å÷íîé íåîäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è ñ âû-
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4. Òàþïîâ Ø.È. Î ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëß ýëëèïòè÷åñêîé çàäà-
÷è ñ âíóòðåííèì âûðîæäåíèåì êîýôôèöèåíòîâ // Ìàòåðèàëû ñåäüìîãî
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